Algebres W et équations non-linéaires

P. van Moerbeke*

Les Wh-algebres trouvent leur origine en théorie quantique des champs
(en dimension 2), possédant des symétries conformes. Donc il n’est guere
étonnant que le groupe des difféomorphismes joue un role important, en parti-
culier les difféomorphismes du cercle et son algebre, engendrée par 2" 9/0z.
L’algebre de Virasoro W5, qui est son extension centrale, apparait naturelle-
ment dans 1'operator product expansion T'(z)T(w) du tenseur stress-énergie
T(z), exprimé en séries de Fourier; du c6té mathématique, cette algebre re-
monte a Gel'fand et Fuks [28].

Encore dans le cadre de la théorie conforme des champs, Zamolodchikov
[53] découvre I'algebre W3, engendrée par T'(z) et un courant W (z), primaire
de spin 3 par rapport a T'(z). Indépendamment, Gervais [29] démontra que
I’algebre des fonctions pour la seconde structure symplectique de 1’équation
de Korteweg-de Vries est équivalente a 'algebre de Virasoro; ’équation KdV
est la réduction de I’équation KP aux opérateurs différentiels d’ordre 2. Ce
meéme lien étroit fut établi entre la 3-réduction de I’équation KP et I’algebre
W3 par Fateev et Lukyanov [22]. Voir [13] et [23] pour de bons exposés en la
matiere.

Indépendamment de tout ceci, la théorie intégrable, relancée au début
des années 70 apres un long sommeil, reconnut le caractere hamiltonien de
I'équation KdV par rapport a une structure symplectique [26, 52]. Ensuite
Lenart construisit les autres équations de la hiérarchie, de facon inductive,
a laide d’un certain opérateur différentiel anti-symétrique, que Magri [37]
reconnut comme étant une seconde structure symplectique; il montra que
toutes les combinaisons linéaires de ces deux structures sont symplectiques.
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Ces deux structures sont responsables de 'existence de nombreux invariants
en involution. Adler [1] montra que la premiere structure apparait dans
le cadre des orbites coadjointes et il exhiba la seconde structure pour les
p-réductions de I'équation KP, ce qui fut démontré par Gel'fand et Dickey
[27]. Dans [2], nous montrions que la structure symplectique d'un tres grand
nombre d’équations de la théorie intégrable apparait dans le cadre des orbites
coadjointes des algebres de Kac-Moody.

Cet exposé contient deux parties relativement distinctes : dans la premiere,
je compte aborder certains aspects des algebres W,,; elles sont définies comme
I’algebre des fonctions pour la seconde structure symplectique de la n-réduction
de I’équation KP. Le cours de Dickey [17] a Cortona contient un excellent ex-
posé en la matiere. En vue d’initier le lecteur au formalisme, il sera nécessaire
de faire un exposé rapide sur la premiere structure. Les difféomorphismes qui
conservent la nature des opérateurs différentiels sont des champs de vecteurs
hamiltoniens naturels pour la seconde structure symplectique.

Dans la seconde partie, il s’agira de ’algebre w,, des opérateurs différentiels
réguliers de C\{0} et de son extension centrale W,,. L’algebre wo, engendre
des déformations naturelles des opérateurs pseudo-différentiels, tout comme
la hiérarchie KP. En vue des représentations de son extension centrale Wy,
de charge centrale ¢ = 1, il sera nécessaire d’introduire 'opérateur vertex,
en réalité une transformée de Darboux déguisée. La représentation agit de
fagon naturelle sur la fonction 7 associée au systeme intégrable. L’intérét de
ces algebres se situe également au niveau des nombreuses applications aux
modeles matriciels, ainsi qu’au spectre des matrices stochastiques. La section
3 sera consacré a ces questions.

Les W.-algebres sont a la croisée de nombreuses idées mathématiques et
physiques; elles portent la marque de grandes mathématiques!

1 Algebres W,

1.1 Une structure symplectique sur 1’algebre des
opérateurs différentiels

Considérons 'algebre de Lie D des opérateurs pseudo-différentiels L a coeffi-
cients holomorphes et la décomposition usuelle en deux sous-algebres de Lie
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(opérateurs strictement pseudo-différentiels et différentiels)

D - D +D,
= {Y=>a(x)D"}®{X = a;z)D’, somme finie}, ou D = Z

ox
>0 >0

= {Y=D"b+D7?h+..}®{X = a;D", somme finie}.

i>0
D est également une algebre associative pour la multiplication standard

/ o 1 /
L-Lzzgza,’g(L)-aﬁ(L):
~ k!

Il existe un couplage naturel entre D_ et D, défini par

(X,Y) = {agD" +a D" +---, D 'bg+ Dby +--)
= / Res(XY) dx

— 00

= / (a0b0+a1b1+---) dl‘ s

—0o0

olt Res(XY) est le coefficient de D! dans XY. Donc, si 'on définit n := D_
et n* := D, alors le groupe (de Volterra) N = I + n agit sur n par l'action
adjointe et sur n* par action coadjointe; le calcul qui suit est da a Adler [1].

L’opération ad * peut étre obtenue par le calcul suivant: pour X € n* et
Y; €n,

(ady, (X),Y2) = (X,ady,(Y2))
= (X, [11,Y2])
— /(D—1 _terme de (XY,Ys — XYaY1)) da
- / (D~ -terme de (XY; — V1 X),Ys) de
= <[X7 le]-l—a Yv2>
Il s’ensuit que 'ensemble des opérateurs différentiels

N-2

L=D"+ > aj(x)D’, pour N fixé, (1.1.1)
0

3
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constitue une orbite coadjointe dans n*. On considere des fonctionnelles
H(L) sur n*

H(L):/Oo flz, .. a,(f),...)da:

— 00

ot f est une fonction-C*® en z et les a); ces dernieres sont les dérivées
des coefficients a; de L. Par définition, le gradient VH est défini comme

Iopérateur pseudo-différentiel

N-1
VH(L)= > D*H‘LH, (1.1.2)
0 5(17;
tel que
N— 15H N )
dH = / ~=da; = (dL, VH), ot dL =3 da;D',
aj 0

A noter que I'absence du coefficient ay_1 dans L fait que le gradient  H /dan_q
devra étre remplacé par une autre expression a préciser dans un moment.
Etant donné le hamiltonien H (L) sur n*, les champs de vecteurs hamiltoniens
sur l'orbite coadjointe sont fournis par

L =adbyy (L) = [L, VH(L)]4 (1.1.3)

Une réduction de ce champ de vecteurs hamiltonien aux opérateurs L de
la forme (1.1.1) nous donne la contrainte

Res[L,VH(L)] = 0; (1.1.4)

donc dH/dayn_y sera remplacé par une expression telle que la contrainte
(1.1.4) soit satisfaite.
Le (premier) crochet de Poisson est donc fourni par

{H,H’}1:/Res(VH[L,VH’]+)dm - /Res(VH[L,VH’])dx
- / Res ((VH, LIV H') dz.

Appliqués aux hamiltoniens

N E+N

Hk+N = m / (RGSLT> dl‘, k= 172,3, ceey

4
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dont on calcule le gradient V Hyyy = (L*/V)_, les champs de vecteurs (1.1.3)
deviennent les équations familieres de la théorie intégrable (N-réduction de
Gel'fand-Dickey de la hiérarchie KP):

L= (L, VHn(D)]s = —[(L), L) = (D)4, L. (1.15)

fxemple : Pour L = D? 4 ¢, on caleule VH(L) = D713 4 D=21(3H )" ot
onc

| 0 0H
i =L=Z-[L,.VH], = —— 1.1.6
0= =3 VAL = 5 (116)
P%q dq 1,
— 83+6q8 pour H = /(q—Qq’>d
ce qui est ’équation KdV. Le crochet de Poisson s’écrit
0H 0 0H'

0
Tq% 5 et donc {q(z),q(y)}1 = £(5(gg — ).

On considere le changement de coordonnées q(x) — (g )rez, défini par la
série de Fourier

{H,H'}, =

r)=ad e "o, + 3. (1.1.7)

nez
En ces nouvelles coordonnées, la dérivée de Fréchet d’une fonctionnelle H de
g peut étre exprimée comme

0H H H .
v 9, Pk o afl 0 ezkx.

—_— 1.1.8
iez Ok 0q icz 0Pk (118)

En mettant ces expressions (1.1.7) et (1.1.8) dans (1.1.6), et en comparant
les coefficients de Fourier, nous obtenons

op, . OH
=a “in .

ot p_p

Comme, de fagon générale, la structure symplectique est donnée, en coor-

données, par la matrice des crochets de Poisson des coordonnées,

o S AL (1.1.9)

meZ
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il s’ensuit que
{on: omb1 = 72N 6, (1.1.10)

ce qui est I'algebre de Heisenberg, en choisissant a=2i = 1.

1.2 Une seconde stucture symplectique

En posant L=L+z1le champ de vecteurs (1.1.3) possede une généralisation
intéressante, due a Adler [1] et Gel'fand-Dickey [27]; pour plus de détails, voir
les travaux de Dickey [15, 16], en particulier son excellent exposé de Cortona
[17]. Nous avons

L = (LVH),L—-L(VH L), (1.2.1)
= —(LVH)_ L+ L(VH L)_ (1.2.2)
= (LVH),L—L(VH L), + 2[VH,L],. (1.2.3)

La définition (1.2.1) et la formule (1.2.2) montrent qu’il s’agit bien de champs
de vecteurs agissant sur les opérateurs différentiels L d’ordre n, tandis que
(1.2.3) montre que ce champ de vecteurs est une interpolation entre (1.1.3),
pour z = 00, et un nouveau champ de vecteurs, pour z = 0. De plus, on a
une formule récursive utile dans la suite

(LX) L — L(X,L) 4 + [Xy, L], =0, pour X; = (Ln~Y)_ et Xy = (Ln)_.
(1.2.4)
Pour montrer que (1.2.1) est un champ de vecteurs hamiltonien, on définit
la fonction:

JZD—/D(—m,N—l) - D0,N71

qui, elle, conduit au champ de vecteurs

A

L=0;x)(L) = (LX), L — L(XL),.
Si 'on définit la 2-forme:
(01, 0a0r)) = (J(X),Y) = [ Res(J(X)Y) d

alors,
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(i) w est anti-symétrique, c.a.d., (J(X),Y) = —(X, J(YV))
(ii) w est fermée
(iil) [0sx), Osv)] = Oy(z), ou
Z=(~X(LY)+(XL)_Y) ~(=Y (LX) +(YL)_X)_+0;x)Y =0y X.

DEFINITION.— La W-algebre est l’algeébre des fonctionnelles sur [’espace
des opérateurs du type (1.1.1) pour cette seconde structure symplectique.
Posons J = J; pour z = oo et J = J, pour z = 0; le crochet de Poisson est
donné par

{H,H}, = (VH,J(VH'))
= /Res (VH ((LVH').L — L(VH'L),)) dx
— [ Res(LVH(LVH'), ~ VHL(VH'L),) dz,

et les hamiltoniens Hy, Hyy n, Hiyon, ..., définis en (1.1.5), sont tous en invo-
lution pour { , };, car

(H, H}, = /Res(VHjjl(VHk))
= /Res (VH;Jo,VHy_y) en vertu de (1.2.4)
= —/Res (VH,_nJo(VH;)) en vertu de (i)
- / Res (VHy_nJiVHj, )
- / Res (VHsn i (VHen)) = {Hjon, H_n ).

Donc {H;, H }1 = {Hjtan, Hi—an }1 €t en choisissant a suffisamment grand
tel que Hj_,n devienne trivial et donc J;(VHy_oy) = 0, on trouve que
{H;,H}1 = 0. Donc le caractére bihamiltonien de Magri [37] garantit
I’existence de nombreuses constantes du mouvement en involution.

Ezemple : Dans le cas N = 2 (KdV),

: oH oH
G=L=(LVH),L—L(VHL), = (D*+2(Dq + qD))E = Kmd—q.
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Le crochet de Poisson s’écrit

0H  0H'

K,— et donc {q(z),q(y)}2 = K, é(x — y).

H.HY, = | ==
U, H'y dg " dq

Comme avant, on exprime cette structure symplectique en fonction des co-
efficients de Fourier de ¢

Opn OH i, 4 OH
Q ot z;(m ”)@n+m@ + %W 40n) Do,

utilisant (1.1.7), et posant 45 = 1 et @ = 6i/c, on trouve la structure de
l'algebre de Virasoro: (voir Gervais [29])

nd—n

{Qpna Spm}2 = (n - m)‘;anrm + CTénﬁm'

1.3 Action des difféomorphismes sur les opérateurs
différentiels

Kirillov [35] observe qu'un difféomorphisme infinitésimal de D? + ¢(z) induit
une déformation de ¢(z), selon la seconde structure symplectique de KdV. Di
Francesco, Itzykson, Zuber [18] et Radul [41] ont démontré qu’il s’agit d'un
phénomene bien plus général. Soient

0
Ox
un opérateur différentiel et z = z(t) un difféomorphisme; alors D, = ¢~1(t) Dy,

ou Z(t) = p(t). La transformation suivante conserve la forme de L et conduit
4 une expression contenant la dérivée Schwarzienne!

L,=D!+a, oD >+ - +ay, D,= (1.3.1)

L = (@)% ((3D)" + an-a(x(®)(3D)" 2 +--+) ()T
(1.3.2)
= D} + (an-a()d? + 55 S(&)) Dp 2 4 -
Ceci induit une transformation des solutions y(z) de L,y(x) = 0:
y(@) — (1) =i~ F y(a(t)), (1.3.3)
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c’est-a-dire, y(z) est un champ primaire de poids h = —"5*.

Une fonction y(x) qui se transforme sous le difféomorphisme x(t) par
§(t) = y(z(t)) 2(t)" est appelée un champ primaire de poids conforme h.
Sous I'action d'un difféomorphisme infinitésimal z(t) = ¢t 4 er(t), un champ
primaire de poids h se transforme comme vy’ = ry + hry; en effet,

G = (142" (y(0) + =3(t)r(t) + O())
= (L+her(t) (y(t) +eg(t)r(t) + O(?)
y(t) + e (ry(t) + hi(t)y(t)) + O(?).
THEOREME.— Etant donné le hamiltonien
H= / 2)an_s(z) dz | (1.3.5)

défini sur lespace des opérateurs différentiels (1.3.1) d’ordre n, le champ de
vecteurs hamiltonien

(1.3.4)

L=(LVH).L—-L(VH L), (1.3.6)

définit un difféomorphisme infinitésimal sur L tel que la fonction y(x) du

noyau de L reste dans la classe des champs primaires de poids conforme
n—1
—o-l

Démonstration : Pour H défini par (1.3.5), on calcule

1
VH = Dy D (M)

et son champ de vecteurs hamiltonien
L = —L(VH-L); +(LVH),L
= —L(VH-L); +(L(VH-L), LY, L+ (L(VH-L)_ L"), L
= —LP+(LPL Y ,L=—(LPL™")_L,
ou

P = (VH L),

—1
D—n /)(Dn‘l'an 2Dn 2+ ))+
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Noter que P est exactement 'opérateur qui apparait dans la transformation
infinitésimale (1.3.3) sous 'action du difféomorphisme infinitésimal x(t) =
t +er(t). En effet,

§(t) = (1+2') 7 (y(t) + e/ (Or(t) + OE)) = y(t) +=Py(t) + O().

Cherchons les déformations de I'opérateur différentiel L, telles que sous la
déformation y(t) — y(t) +ePy(t) I'on reste dans le noyau de la déformation
de L. Cherchons V(P) tel que

L L+eV(P), ouV(P)=DM"+...

et
(L+eV(P)) (y(t) +ePy(t)) = O(?).

Dong, il faut que
Ly(t) = 0 implique (V(P) + LP)y(t) =0,

¢’est-a-dire,
ker L C ker(V(P) + LP).

Ceci équivaut a 'existence d'un opérateur différentiel () tel que

V(P)+ LP =QL, avec Q = Q@+,

et donc
D_>V(P)L™'=Q — LPL™,
impliquant
1
Q=Q+=(LPL™), =rD+ n; r

Par conséquent, la version infinitésimale de (1.3.2) est fournie par

L=V(P) = —LP+QL=—LP+ (LPL™"),L=—(LPL™")_L
= —[L,P]+(Q—-P)L

n—1

= —|Y aD",rD - 'l +nr' > apDF.
0 0

10
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Di Francesco, Itzykson et Zuber[18] ont montré que 'on peut remplacer
les coefficients a; par des nouvelles coordonnées w;, telles que les difféomorphismes
infinitésimaux transforment les w,,_x, selon des champs primaires de poids k.

THEOREME.— Pour tout k < n — 2, il existe une combinaison linéaire
Wy = a + Z Ak,ri(an—Q)agzp—i)ri) Wp—2 = Ap—2,
ri<k
ot les Ay r(an—2) sont des polynomes différentiels de a,,_s, tels que les champs

de vecteurs (1.3.6) pour H = [ r(z)a,_o(z) dx ont la forme simple que voici:

nd—n
12

Wyp = 1w, 4+ kr'w,_p  pour k > 3;

"

. / /
Wy = TW,_o + 21" Wy_2 +

c’est-a-dire, les w,_p sont des champs primaires de poids k, sauf pour w, _s,
qui est un champ quasi-primaire* de poids 2.

Exemple : Voici quelques w,,_j :

B n—2,
Wp—3 = Gp—-3 2 a/n72
-3 —2)(n—3 —2)(n—3)( 7
s =y =2y 2D =3) (=20 =3On+T)

2 10 10n(n% —1)

{/T(x)wn—z dv /s(x)wn_g dr}

3 _
- / <7“w;1—2 + 2r'wp_o + n G nr”’) sdzx

3

= /(r's —rs')(x)w,_o dx + n 1; n /7“”’5 dx

{/r(a:)wn,g d:c,/s(a:)wn,g dr} = /r(sw;,;; + 3s'w,_3) dz
= /(—r’s + 2rsw,_3dx

Au-dela, les crochets de Poisson sont non-linéaires par rapport aux hamil-
toniens
Jr(x)w,_jdzx. 1l s’ensuit que W, est une algébre non-linéaire.

23 cause du terme supplémentaire.

11
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2 L’algebre W,
2.1 L’algebre w,, et son extension centrale
On définit

We = {L’algebre de Lie des opérateurs différentiels réguliers sur C\{0}}

B

= plang{z" <8> ,a,3€Z,8=0}
0z

= plang{z"E™, k,m € Z,m > 0} = C[E][z, 27!

pour 'opérateur d’Euler E = z 9/0z. L’algeébre w,, a deux fonctions génératrices
intéressantes, une premiere due & Kac et collaborateurs [32, 24]:

ZeM =3 —Z"E" (2.1.1)

et une seconde, introduite dans [7, 83

n(z;pu,A) = 5()\,2)6(”_’\)%, (2.1.2)
. 1 - (H - )\)k - —l—ky. k—1+0 0 o
= XU S e (1) e

Les relations de commutation de chacune de ces fonctions génératrices sont

données par
[zTeAE zse’\E] = M Es A E (2.1.4)

b

et

[n(z; 1, A), (252, y)] = 6(p, y)n(z; 2, A) — 6(A, 2)n(2; w1, y). (2.1.5)

3La fonction delta

5(N, 2) = % > @)n

neZ

est fonction de A — z seulement et possede la propriété suivante :

[y, 2)0(y,2) = f(y,9)(y, 2).

12
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L’extension centrale est I'algebre de Lie W, rendant la suite
0—C— Wy — W — 0

exacte. L’'unique extension centrale (non-triviale) de l'algebre ws, par une
algebre unidimensionnelle est déterminée par le cocycle U, (voir [32, 24)),
c’est-a-dire

=" F(E). 2"g(E)
= S(F(E +n)g(E) — f(E)g(E +m)) — SW(" f(E), 2"g(E)),

ou

=2 m<jca f(G)g(G+m), sim=-n>0
(" f(E),2"g(E))
=0, sim+n#0oum=n=0,

ce qui équivaut a
o\" o\" m!n! 1
il il e 2 (n+1) (m)
v (f(z) (82) 9(2) (82) ) (m+n+ 1)1 27 J.=0 d= 7 =) ),

En termes de la fonction génératrice (2.1.1), le crochet de Lie dans 'extension
centrale W, a la forme suivante :
1 e — gHs
r AE _s_pE] _ As—pr r+s (Ap)E  —
[2"e™ 2%l = e 2" e 2051375 o
L’algebre W,, contient I’algebre de Virasoro de charge centrale ¢, car

12

c 0 0 c . k3 —k
—*\P<2k+1§, ZZ+1$) = —5 Z j(] —+ k)ék’,g = C(Sk,,g

—k<j<-1

2.2 Une représentation de w,, contenant la hiérarchie

KP
La hiérarchie K P
L
gt =[(L"y, L] = —[(L")_,L], n=1,2,3,... (2.2.1)

13
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définit des champs de vecteurs commutants qui sont des déformations de
lopérateur différentiel

-1

L = D—i—Zaj(:z:;tl,tg,...)Dj, D =0/0x
= WDW™

cette derniere expression se réfere a [’habillage de 'opérateur D par I’ opérateur
d’onde W. En accord avec (2.2.1), on demande que W satisfasse a 1’équation

ow
oty

Notez le changement de notation par rapport a la section 1; ici, L désigne
I'opérateur pseudo-différentiel ci-dessus.
Selon la théorie de Sato, W peut s’exprimer en termes d'une fonction®

T(tl,tg, .. )

= (L") W.

W (g:o M;(@t))f(t)p—n) X5 D" (2.2.2)

DEFINITION.— Une fonction 7(t) de t = (t1,ts,...) € C® est définie par la
relation Wronskienne suivante pour tout® y et z € C\0:

{rt =y '), 7t - [}
+Hy—2) (rt =y " Drt— [T —r@)rt -y = [271) = 0;
(2.2.3)

Cette relation de Fay différentielle, qui figure dans [3, 48], suffit a définir
les fonctions 7; en effet Takasaki et Takebe [43] montrent que, si 7 satisfait
a cette relation, alors 'opérateur L := WDW ™! ot W est défini par (2.2.2),
satisfait a la hiérarchie K P (2.2.1). La relation (2.2.3) implique la hiérarchie
bilinéaire suivante pour 7 :

0t or or < ~

_ , -pi(— = =3,4,... 24
Tatlatk atk 87’1 i+j;g+1 pl(a)T pj( a>7— O; k 37 ) (22 )

4Les polynomes de Schur élémentaires p,(t) sont définis par ezi Lz oo palt)2™;
par ailleurs p,, (£0) = pn(:lza%17 :I:%7 6%2, :I:%, 8%3, .
3

2
{f,q} = %g_f%? pour a € C, [o] := (o, &, %, ...) € C™.

14



van Moerbeke:W-algébres §2, p.15

Ezemple : Lorsque L? = D? 4 ¢ est un opérateur différentiel, la fonction 7
est indépendante des variables ¢, 14, ts,...; dans ce cas, en posant x = t; et
t = ts3, la fonction g(z,t) := 23—; log 7 satisfait a 1’équation de Korteweg-de
Vries, déja introduite en (1.1.6).

Nous définissons la fonction d’onde ¥, qui en vertu de la représentation
(2.2.2), aura la forme, pour x € R, t € C*, z € C:

s, 7(t—[z71
U(z,t;2) = Web = ™20 b w, (2.2.5)
7(t)
et la fonction d’onde adjointe
oo, 4 T(T -1
U (z,t;2) = (W) e = eI b ! . (2.2.6)
7(t)
Selon [9, 10], Iidentité de Fay (2.2.3) peut s’écrire de la fagon suivante:
t— [yt -1 00 L i i
D' (z, t;y) U (2, t;2) = (= ly (i)jL l2 ])em(y_z)Jer LW =2 (2.2.7)
T

Par ailleurs, la fonction d’onde ¥ conduit aux opérateurs pseudo-différentiels
L (déja définis) et 'opérateur d’Orlov-Schulman M [39]:

2V =Wze™ = WDe* = WDW W = LU
a a Tz Tz -1
— VU =W_—e=Wzge™”™ =WaW U =MV,
qui satisfont a la relation de commutation

[L,M] =W[D,z]W ! =1.

Dans [7, 8], nous montrons qu’il existe un anti-homomorphisme naturel d’algebre
de Lie dans 'algebre des déformations infinitésimales de 1'opérateur pseudo-
différentiel L:

We — {champs de vecteurs sur les ¥ et les L}

o\ Y.o2)¥ = —(MPLY) W Vs
“No:) T\ Yenp L= L) L) (228)

15
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c’est-a-dire
[Yea(2) Yo (2y0] = Y o200 2)9)-

Remarquons que les champs de vecteurs Y.« coincident avec les % de la
hiérarchie K P (2.2.1)

OL
Y..L = [_<La)—aL] = 57

en particulier

0 0

Y 1 s~ | — _k
[Yaer 2 3tk] Otyye

et [YZZ‘Fla@?sz"rlai] = (B - k)sz""“'l%'

Exemple : Pour D* + ¢(z), les champs de vecteurs Y, correspondant aux

opérateurs
, O
= (r3)

1
y=22 \/E ’

de wy, conservent la forme D? + ¢(z); a titre d’exemple, pour n = 0,1 et
2, ces Y, restreints a ¢ = 0, sont donnés par les équations suivantes (voir
47, 8]):

n=0,1,2,..

g =1
. T,
¢ = 54 +4q
1 "
Vig)=q¢ = ol q’”+6xqq’+4q”+8q2+2q’/_ q). (2.2.9)

Dans [5], nous démontrons que la dérivée de Lie de la premiere structure
symplectique {q(z),q(y)}1 de KAV, par rapport au champ de vecteurs V
dans (2.2.9), fournit la seconde structure {q(z), ¢(y)}2:

1

Ceci est un phénomeéne général pour la p-réduction de KP, établi dans [5].

16
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2.3 Transformations de Darboux et opérateur vertex

En vue de motiver les opérateurs vertex, commencons par l'exemple de
I’équation KdV. Darboux introduit la transformation suivante, a partir d’une
décomposition arbitraire de I'opérateur L? — A2 = D? + ¢ — A\? en opérateurs
différentiels d’ordre 1:

L= X =(D+v)(D—-v)— L* =X = (D —v)(D+v).

L’évolution de L? selon I'équation KdV définit une fonction 7. Quelle est la
nouvelle fonction 7, associée a L 7 Dans [47], il est démontré que

T(t) — T7(t) = b X (t, )T + b_X(t, —\)T, (2.3.1)
ou by et b_ € C sont tels que
byW(z,t;\) +0_V(x,t;—N) € ker(D — v)

et

oo Lt

i 9
X(t,z) = e e 2 T

La relation (2.3.1) est étonnante et déconcertante, sachant que 7 est la
solution d'une équation non-linéaire ! En effet, la somme (2.3.1) et chacun
des termes de la somme satisfont a la méme équation non-linéaire (2.2.4).

De fagon plus générale, étant donné une fonction 7 pour 1’équation K P,
satisfaisant donc a (2.2.3), la somme

T+ eX(t;y, 2)T (2.3.2)

est également une fonction 7, ou

1 1 0O i X (p—i_g—i)1 O
X(ty,2) = =X (—,2) X (ty) = ——eXr O/ e v

y—z
(2.3.3)
est l'opérateur vertex de Date-Jimbo-Kashiwara-Miwa [14]. Ceci implique
que
7= X(ty,2)T
est un champ de vecteurs sur la variété (de dimension infinie) des fonctions
T.

17
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2.4 Représentation de W, pour ¢ = 1 dans D’algebre
des champs de vecteurs sur 7

THEOREME. — Une représentation de lextension centrale W (pourc=1)
est donnée par les générateurs %HWZ(]CH), figurant dans le développement en

w autour de X de Uopérateur vertex X (t; u, \), introduit en (2.3.3):

1 00 U— A kE o L
Xt = —— > o LS aei® (24.1)
H k=0 T =

ot les Wz(k) sont des opérateurs différentiels et de multiplication en (tq,ts, ...).
Plus
exactement

o\" 1
k+¢ (k+1) 24.9
Yy (8@/) eme—ka € Ws. (2.4.2)

En effet, 'opérateur vertex admet exactement la méme relation de com-
mutation que la fonction génératrice n(z; p, A) de weo: (voir [14, 7])

(X (&0, A), X(t2,y)] = =0(p,y) X (62, A) +0(X, 1) X (& 1, y)(2.4.3)

= (n(xz,9)" =0z, 9) X (G ). (2.4.4)

En utilisant le développement (2.1.3) de n(A;z,y) dans (2.4.4), on trouve
pour k.l € Z, k > O:

a\" a\" 1 )
k+¢ N k+¢ X (t: — |: k+1 X (¢:
(y <8y> ( 82) < ) (73/,2) k’—l-l ¢ 9 (ayvz) )

(2.4.5)
ce qui montre (2.4.2).

Ezxemple : WZ(O) = 8 et®

0
— (>0

wo - W= W ey
(=0t_y, £<0 i+j=t

SL’ordre normal : . signifie que les dérivées figurent toujours a la droite,

indépendamment des relations de commutation.

18
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En vertu de 'expression de ¥ en fonction de 7, la dérivée logarithmique
de U par rapport aux champs de vecteurs (2.2.8) et celle de T par rapport aux
champs de vecteurs définis par les générateurs de W,, sont étroitement liées;
ce théoréme, dit & Adler-Shiota-van Moerbeke[7, 8|, s’avere étre trés robuste;
de telles relations sont également valables pour les réseaux 1-Toda et 2-Toda.
Voir Fastré [21] pour une version Boson-Fermion de cette correspondance et
van de Leur [46] pour des généralisations et interprétations en théorie des
représentations.

THEOREME.— On a la correspondance suivante entre champs de vecteurs’

Yn(z;p,,)\) 10g U= (e*T] - 1)YX(t7M7>\) 10g Ty

ot

—(eW=IME(X L)) _ W X(t; pu, Nt
MDY oyt = KT

COROLLAIRE.— En particulier,

Yo (ziun) log U =

_ MnLn+€ RV LW(”'H)
( - )-¥ _ (e — 1)M. (2.4.6)
T

2.5 Modeles matriciels comme points fixes d’une sous-
algebre de W,

Considérons un plan de dimension infinie, dans la Grassmannienne Gr, en-
gendré par des fonctions @ (2), ayant un comportement prescrit pour z — oo:

W =plang{pi(z) = 2"(1+0(z7Y), k=0,1,2,...} €Gr
et un opérateur différentiel
oY
— Y
1= 5o (g)
0<j<oo

L’énoncé suivant combine des résultats de [7] et [34], et repose sur les con-
tributions pionnieres de Bessis, Itzykson, Zuber [12], de Witten [51] et de
Kontsevich [36].

7,'7 = c1>o ZTﬂB% et donc pour t e COO’ on a e_nf(t) = f(t — [Z_l]), en accord avec la

note 5.
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THEOREME.— Si A laisse invariant W (i.e., AW C W ), alors la fonction
7(t) = det(Proj: e~ 210 "W — H,), (2.5.1)

est une fonction T et est un point fixe pour le champ de vecteurs associé :

Wt _ el =0 (2.5.2)
—o0o<i<oo J+ 1
0<j<00
Démonstration : L’invariance de W sous 'action de A implique que P4 :=
> ¢;; MI L est un opérateur différentiel et donc

(Pa)- = (Q_ ey M’L™)_=0

De la correspondance (2.4.6) il suit que (2.5.2) est valable, puisque (e™" —
1) f(t) = 0 implique que f = constante.

Ezemple (selon [6]) : Soit V(x) une fonction sur R qui croit suffisamment
rapidement a Uinfini. Alors la “transformée de Fourier” a(y) et la fonction

p(2),

00 1 /
. —V(x)+zy . V(z)—2V'(z) "
a(y) := e dr et p(z) := e V" (z 2.5.3
(y) [ p(z) o \ (2) ( )
définissent un plan de dimension infinie

0

W = plan{p(z) <6y> a(y) ly=vin=2"(1+0(z""), n=0,1,2,...}

invariant sous 'action des opérateurs A et V'(z) (qui satisfont aux relations
de commutation [A, V'(z)] =1)

AW CW <4 0 1
{ V’(Z)WCW ol A := p(z)aiy IO(Z) :

Il s’ensuit

(i) que pour 7,j > 0, les opérateurs

(PaYV(LY = (p(L) " MV"(L)~ (L)) V(L) = 2 casMeL

sont différentiels (en ) ;

20
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(i) les opérateurs différentiels P4 et V'(L) satisfont a
I’équation :

[Py, V'(L)] =1; ( Equation string)

(iii) que la fonction®

fH dy e—trV(Y-f—Z)zz { bo— 1N -n
_ N n .

n 2ui=1%i
7(t) = Sy, dY etV E2)2 Z :=diag(z1,...,2nN) (2.5.4)

est la fonction 7, associée au plan W, selon la recette (2.5.1), et satisfait
donc aux équations KP; l'intégrale (2.5.4) est une généralisation de
I'intégrale de Kontsevich (voir [4, 36]) ;

(iv) la fonction 7(t) satisfait aux contraintes supplémentaires pour tout
i,j 20, -~
CaB 11r(at)
> W = ey (2.5.5)
opat1

2.6 Déterminant de Fredholm du noyau d’Airy et ma-
trices stochastiques

Cette section donne un apergu des travaux [9, 10]. Si V(z) = 2P™1/(p + 1),
la transformée de Fourier (2.5.3) devient I'intégrale d’Airy généralisée

P+
aly) = [ ¢ FT
la fonction p(z) en (2.5.3) et 'opérateur A deviennent:

[P 1 p1 1 90 p-1
p(Z)—q/%G P17 27T et A_pzpﬂ@_ o 2P+ 2.

Il s’ensuit que

1 1
VI(L)=LP et P(A)=-MLP pz—ﬂ +L
p P

8H v est I’espace des matrices Hermitiennes de taille N; dY est la mesure de Haar
sur Hy. Enfin V(Y + Z)>2 = V(Y + Z) = V(Z) — YV'(Z) fait référence aux termes
non-linéaires (en Y') du développement de Taylor de V(Y + Z) tandis que V(Y + Z), fait
référence aux termes quadratiques en Y.
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sont des opérateurs différentiels, y compris le produit de leurs puissances
non-négatives. La fonction 7 dans (2.5.4) devient 'intégrale matricielle

__1 p+1
[, dYe S tr(Y+2)P7) >0
T(t) = T 1 P+l 5 (261)
froo dY e P02
N

satisfaisant non seulement a la p-réduction de KP, mais aussi aux contraintes
de Virasoro, qui, a une translation pres de la composante p+ lieme de t € C*®
(i.e., tpr1 — tp1 + ;25), ont la forme (voir (2.5.5)):

(W,g) —|—pW((k1J)rl)p+1) 7=0 pour k>-1 (2.6.2)
A partir de de la fonction 7 en (2.6.1), on définit la fonction d’onde ¥, la
fonction d’onde adjointe ¥* (cf. (2.2.5) et (2.2.6)), et enfin le noyau intégral:

kyi(y, 2) = /m\I/(x,t;wy)\If*(x,t;w’z)dx . (2.6.3)

.,

On considere une réunion disjointe £ = U [a2;_1,a2] C RT, le noyau associé
i=1

kZy(y, 2) = ko t(y, 2)I5(2) et des p-racines distinctes w et ' de I'unité. Alors,

le noyau k,:(y,2) a les propriétés suivantes, découlant respectivement de

l'identité (2.2.7), d’une version multilinéaire de I'identité de Fay (2.2.3) et de

la série de Neumann pour un déterminant de Fredholm:

1
kri(y,z) = @X(t;wy,w’z)T(t),
1
det (kx,t(yivzj))1gi,jgn — @X(t;wth’zl)...X(t;wyn,w/zn)T
1 . / E
det(] — AKE)1cijen = ——e Mpde Xtz gy 20 T (96.4)
: 7(t) T

En utilisant (2.4.5), on démontre que cette nouvelle expression 77 satisfait
aux meémes équations (2.6.2), mais augmentées d’'un terme frontiére, pour
tous les k > —1:

0
a;

2r
- Salh
‘0
i=1

1
+35 (W) +pW((,j)+1)p+1)> rdet(I —MeP)=0; (2.6.5)
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c’est-a-dire les termes frontiere et temps se découplent.

Dans le cas p = 2, et pour 7(t), comme dans (2.6.1), le noyau (2.6.3),
pour t = 0, n’est autre que le “noyau d’Airy” qui intervient dans la théorie
des matrices stochastiques:

1 kx,t(>\1/27 )\/1/2) 1 T

9 \/4y1/4 _ = %/ F(z+ N F(z+ XN)dz
ol ~ .

F(iu) := / eV Brivugy (Fonction d’Airy)

Nous pouvons donc conclure que 77(t) = 7det(I — AkL,), défini en (2.6.4),
satisfait aux équations KP :

o?rE orPorE . R
) N N i(O)T" - pi(=0)T" =0, k=34,...
’ atlﬁtk atk 871E H_]X;C p ( )T pJ( )T ) NN ,

4,5>0
(2.6.6)
et aux équations de Virasoro
2r a 1
(—Za?’“ (W@ 42w )) =0, n=-2024.. (26.7)
i—1 8ai 2

Les équations (2.6.7) nous permettent d’exprimer les dérivées partielles (en
t) de 7F au temps ¢t = 0 en fonction d’opérateurs différentiels A,, de 77, ot

2r n—1
A= a7 n=13,5...,
i=1 9

i

et de les substituer dans I’équation (2.6.6). Ce procédé conduit aux équations
ci-dessous pour 77 et pour le déterminant de Fredholm f(x) = det(I —AkZ):

frAAf—Af - Af— > pilA)fpi(Af=0 ,n=34,.., (26.8)

i+j=n+1

(Equations d’Hirota non-commutatives)

oil p; sont les polynémes de Schur élémentaires et p;(A) = pi( A1, 0, 3A3,0, £ As5, .. ).

Notez que les opérateurs A;, qui figurent dans (2.6.8), ne commutent pas,
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contrairement aux dérivées partielles en t, qui figurent dans 1’équation KP.

Posant , .

" Ologdet(I — \k

R:=Alogf=> g det( )
1

a&i ’
la premiere équation de la hiérarchie (2.6.8) a la forme suivante:
1
(Ai’ —4(A3 — 2)) R+6(AR)?*=0.

Lorsque E = (—00,a), cette équation devient une équation différentielle or-
dinaire et donc R = A, log f = % log det(I — k) est solution de 'équation

R” —4aR + 2R+ 6R" = 0. (Painlevé II)

Auparavant, Tracy et Widom [44] ont obtenu, par des méthodes d’analyse
fonctionnelle, un systeme d’équations tres différent du notre (2.6.8), mais
qui, pour F = (—00,a) se réduit également a 1’équation de Painlevé II.

3 Le spectre de matrices aléatoires

Considérons un poids py(dz) := e~V (#)dz, défini sur I'intervalle F' = [A, B] C
R, dont la dérivée logarithmique est rationnelle et satisfaisant aux conditions
aux frontieres suivantes:

o9 X

=< = , im
>y bzt =—AB

f(2)e7V® 2k =0 pour tout k > 0. (3.0.1)

Sur I’ensemble
H,, = {n x n matrices hermitiennes},

on définit la probabilité
P(M, € dM) = ¢, (t)e” VNI 6M gpp

avec mesure de Haar dM sur H,,, décomposable en une partie radiale (spec-

trale) et une partie angulaire. L’objectif est de trouver les équations que

satisfait la probabilité * pour £ C F:

o A2 T pi(dz) | Tlt B)
Jon A%(2) TTizy pe(dz) Ta(t)

9A(z) est le déterminant de Vandermonde.

P(spectre M,, € E)

(3.0.2)
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ol
pi(dz) = exr eV gy = eZiotizlpo(dz). (3.0.3)

Comme précédemment, Uintroduction du temps ¢ = (t1,1s,...) dans cette
probabilité est un artifice: d’abord on montre que 7,(t) et 7x(t, E) satisfont
aux équations aux dérivées partielles, KP et Virasoro; ensuite on pose t = 0.

Pour des ensembles gaussiens, pour ¢t = 0, et pour n trés grand, la prob-
abilité P(une valeur propre € dz) tend vers la distribution demi-circle de
Wigner sur lintervalle [—\/%, \/%] En normalisant la distribution telle
que les écarts moyens entre valeurs propres égalent 1, I'on trouve diverses
limites pour n " 0o, selon que l'on considere la partie du spectre au voisi-
nage de z = 0 (bulk scaling limit) ou la partie du spectre pres du bord
v/2n (edge scaling limit). La premiere situation conduit au noyau sinus et la
seconde au noyau d’Airy.

On sait également que la probabilité ci-dessous peut s’exprimer comme
un déterminant de Fredholm pour n fini et n infini. Donc le vrai probléme
consiste a calculer pour £ C F, la probabilité suivante:

k
P(exactement k valeurs propres dans E) = (—k1!)k (%) det(I — AKF )

)\
(3.0.4)
pour le noyau

KE(y,2) = K(y, 2)I5(2). (3.0.5)

Voici quelques exemples importants de noyaux K (y, z), le premier apparais-
sant dans la formule de Christoffel-Darboux pour les polynomes orthogo-
naux classiques et le troisieme (noyau d’Airy), faisant 'objet de la section
2.6. Les fonctions figurant dans ces noyaux sont toutes des fonctions propres
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d’opérateurs différentiels du second ordre:
X N
o 2 VWHVEIS y (y)pk_1(2) (noyau “Christoffel-Darboux”)
k=1

1=, . . . A
0

_ sinz(y — 2) n sinz(y 4+ z) (noyau
oy —z Y+ 2z sinus)

o /x Alx 4+ y)A(x + z)dz (noyau Airy)
0

o 1/096 xJ, (x/y)J, (x/z)dx (noyau Bessel ).

2
(3.0.6)

Les matrices aléatoires fournissent un modele pour le spectre d’excitation
de noyaux lourds a excitation tres élevée (Wigner [50], Dyson [19, 20] et
Mehta [38]). Comme les niveaux d’énergie sont régis par le spectre d’un
hamiltonien quantique agissant sur un espace de Hilbert, il est raisonnable,
en tronquant, de supposer que ’hamiltonien est représenté par une grande
matrice, et du point de vue de la mécanique statistique par un ensemble de
matrices, satisfaisant a certaines propriétés de symétrie. Dans leur analyse de
données expérimentales, Porter et Rosenzweig [40] observent que I'existence
de deux niveaux proches est un évenement rare (level repulsion), montrant
ainsi que les écarts ne sont pas Poissoniens!

La premiere approche pour le noyau sinus est due a Jimbo, Miwa, Mori
and Sato [31], qui ont montré que certaines variables auxilaires (p, ¢) satisfont
a un systeme hamiltonien completement intégrable du type Neumann. Tracy
et Widom [44] ont utilisé des outils de ’analyse fonctionnelle pour le calcul
des écarts pour des noyaux plus généraux par le biais des variables (p, q).

Pour cet exposé, nous nous limitons ici aux ensembles de matrices hermi-
tiennes finies, dont la distribution est fournie par (3.0.2) avec V satisfaisant &
(3.0.1); voir aussi notre exposé [48]. Notre approche [9, 10] a été de montrer
que les probabilités satisfont aux équations KP (2.6.6) et aux contraintes de
Virasoro pour m = —1,0, 1, ...:

S (0, = eI ) T(F 1) =0, (3.0.7)

i>0
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2r o
m 2 1
(— o ay (a5 -+ D (0, cz-JﬁﬁmH)) T(E,t)=0,  (3.0.8)
1 i >0
oules J ,(f) sont des opérateurs différentiels vectoriels'? (en fait correspondant
aux symétries du réseau de Toda),

0 1

I = o+ S (Rt + G diag(, —2,-1,0,1,2, ),
ot, 2 ’

J](f) _ Z 2J§1)J§‘1)3= keZ, (3.0.9)
i+j=k

c’est-a~dire, les générateurs de 'algebre de Heisenberg (oscillateur) et de
I’algebre de Virasoro.
Si la fonction rationnelle V'(z) figurant dans le poids (2.7.1) a la forme

g Co+ 12
Viz) == = 3.0.10
( ) f b0+b12+b222’ ( )
alors les equations (3.0.8) et leurs puissances successives nous permettent
d’extraire les dérivées partielles 9% +-ther (B ) /0th...0t5 evaluées en t = 0,

en termes des operateurs différentiels Ay en les points frontieres a; de la
T

réunion disjointe E = | J[agi_1, a2 C RT,

=1

2r a
Ae = ar " f(as)
i=1

8(1@

k=1,2,3, .., (3.0.11)

oum = max(deg f—1,deg g). En substituant les dérivées partielles en ¢ dans
I'équation KP (2.6.6), 'on trouve une hierarchie d’équations analogues aux
équations (2.6.8). Au cas, ou la frontiere de E est un point a, les équations
se réduisent aux équations de Painlevé.

Actuellement, la théorie des matrices aléatoires joue un role réel en
mathématiques; elle intervient non seulement dans 1I’étude des écarts entre
zéros de la function zéta de Riemann, mais leur importance a été observée
dans le contexte des billiards de Sinai chaotiques, et, en général, dans les
flots géodésiques chaotiques. Sarnak [42] conjecture que le choas conduit & le
rigidité spectrale, typique des matrices aléatoires, tandis que le spectre d’un
systéme intégrable est aléatoire (Poisson)!

0
10]a, convention est la suivante: Erale 0 pour k> 0 et t;, = 0 pour k < 0.
k
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